
 

 

令和５年度 大学院修士課程 入学試験問題 

 

物理学 [I] (125 点) 令和４年８月２９日（月） 13:00 -14:20 

 

 

注意事項 

1. 問題冊子は指示があるまで開かないこと。 

2. 問題冊子はこの表紙を含めて 5 頁（空白の頁を除く）、解答紙は 2 枚

である。 

3. すべての解答紙に受験番号と氏名を記入すること。 

4. 大問ごとに指定された解答紙に解答すること。ただし、指定された解

答紙の裏面も使って良い。 

5. 問題冊子は持ち帰ること。 



物理学 [I]

[I-A] 図 1のように, 質量 M , 半径 aの一様な剛体球が, 水平な床の上に静止している.

x軸と z軸の正の向きをそれぞれ水平右向きと鉛直上向きにとる. 球の中心は x-z平面内にあり, 同じ平面内の床から高さ hの点で, x軸の正の向きに水平に球を棒で突いて,撃力を加える. 球が受けた力積の大きさを P , 球と床の間の動摩擦係数を µとして, その後の重心運動および, 重心まわりの回転運動について, 以下の問いに答えよ.ただし, 球が滑らずに転がるときの摩擦力（転がり摩擦）は無視できるものとし, 球の回転角を θ, 重力加速度の大きさを gとする. また, 球の中心は x-z平面内に常にあり, 球の重心の速度の y成分はゼロとする.
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図 1

問 1．球の中心軸周りの慣性モーメントが I = (2/5)Ma2となることを示せ. 必要であれば, 以下の積分公式を用いてよい.

∫ π
2

0

sinn αdα =

∫ π
2

0

cosn αdα =

{
n−1
n · n−3

n−2 · · ·
2
3 · 1　 (n＝ 2k + 1)

n−1
n · n−3

n−2 · · ·
1
2 ·

π
2　 (n＝ 2k)

ただし, kは自然数.

力積を受けた直後の, 球の重心の速度の x成分を v0, 回転の角速度を ω0として, 以下の問いに答えよ.
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問 2．撃力によって力積を受ける前後の, 球の運動量変化∆pと中心まわりの角運動量の変化∆Lを, P , h, aを用いて表せ.

問 3．v0と ω0をM , P , h, aを用いて表せ.

問 4．ある高さ h0で球に撃力を加えたところ, 球は滑らずに床を転がった. この時の高さ h = h0を求めよ.

問 5．h0 < h < 2aで撃力を与えた直後の, 球に働く摩擦力の大きさと向きを答えよ.

問 6．h0 < h < 2aで撃力を与えた直後の, 球の重心移動および回転に関する運動方程式を求めよ.

問 7．問 3で得られた重心の速度の x成分 v0と回転の角速度 ω0を初期条件として, 問 6で求めた球の運動方程式を用いて, 球が滑らなくなるまでの時間 t1と, 滑らなくなった後の球の重心の速度の x成分 v1を求めよ. また, 重心の速度の x成分 v(t)の時間発展のグラフの概形を描け. 解答では, 図 2のように t1と v1を記入すること.
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[I-B] 図 3に示すように一様な重力場で, 質量mの質点Pが回転放物面 z = r2/(2a)に沿って滑らかに運動する (a > 0). z軸の正の向きを鉛直上向きにとり, z軸からの距離を r, z軸周りに x軸から測った回転角を θとし, これらを変数とする円筒座標系を用いるものとする. また, 重力加速度の大きさを gとする.

図 3

問 1．3次元デカルト座標系における質点 Pの x座標と y座標を r, θを用いて表せ.

問 2．この質点Pが回転放物面上を運動しているとき, 質点の運動エネルギー T と, 重力による位置エネルギーU を, r, θおよびそれらの時間微分の関数として表せ. ただし, z = 0を位置エネルギーの基準とせよ.

問 3．この質点 Pが回転放物面上を運動しているとき, 質点 Pのラグランジアンを, r, θおよびそれらの時間微分の関数として表せ.

問 4．前問のラグランジアンとオイラー・ラグランジュ方程式から次の関係を導出せよ.

d

dt

(
mr2θ̇

)
= 0

また, mr2θ̇の物理的な意味と, それが保存する理由も述べよ.
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問 5．前問と同様に, オイラー・ラグランジュ方程式から, rが満たす運動方程式が次のようになることを示せ.

(
1 +

r2

a2

)
r̈ =

S2

r3
− rṙ2

a2
− g

a
r

ただし, S = r2θ̇を定数とする.

問 6．時刻 t = 0において, (r, θ, z) = (r0, 0, r20/(2a)) の位置から面に沿って水平方向へ質点を打ち出すとき, 質点 Pが常に同一水平面内にあるための初速度の大きさ v0を求めよ. また, 質点 Pが水平面内を一周して元の位置に戻るまでの時間を求めよ.

問 7．前問の r0からわずかにずれた位置から, 面に沿って水平方向へ質点 Pを打ち出すと, r0から r方向に微小振動をしながら運動した. 問 5で与えられた rに関する運動方程式を, r = r0 + δrとして δrの一次の項まで展開し, δrに関する運動方程式を求めよ. ただし, S = r2θ̇ = r0v0とする. また, 得られた運動方程式から r方向の微小振動の周期を求めよ. ただし, |δr|/r0 " 1とする. 解答には, a, g, r0を用いること.
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物理学 [II]

電場，電束密度をEおよびD，磁場，磁束密度をH およびB，電荷密度を ρ，電流密度を J とする. このときマクスウェル方程式は以下の通りである.

∇ ·D = ρ (1a)

∇ ·B = 0 (1b)

∇×H − ∂D

∂t
= J (1c)

∇×E +
∂B

∂t
= 0 (1d)

ここでD = εE, B = µH とし，定数 ε, µ は真空での誘電率と透磁率とする. 以下の問いに答えなさい.

[II-A]

問 1. 磁束密度とベクトルポテンシャルAの関係はB = ∇×A である. 時間変化しない電磁場で，クーロンゲージ ∇ ·A = 0 をとる時，
∇2A = −µJ (2)

となることを示しなさい. なお，ベクトル解析の公式∇×(∇×V ) = ∇(∇·V )−∇2Vを使ってよい.

問 2. ベクトルポテンシャルとして，z 方向の成分のみを持ち，x, y のみの関数 A =

(0, 0, f(x, y)) とする.また電流密度も同様に J = (0, 0, J(x, y)) と表されるとする.

(a) f に対する偏微分方程式を書き下しなさい.

(b) 磁束密度が次のように表されることを示しなさい.

B =

(
∂f

∂y
,−∂f

∂x
, 0

)
(3)

問 3. 電流のない領域で，f は 2次元のラプラス方程式を満たすので，複素関数を使うと便利である. ζ ≡ x+ iyを変数とする複素関数 f(ζ)の実部を u,虚部を v とする.これらがコーシー・リーマンの方程式
∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
(4)
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を満たす時，uが 2次元のラプラス方程式
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 (5)

を満たすことを示しなさい.

問 4. 複素関数 f(ζ) = ln ζが，ζ %= 0 でコーシー・リーマンの方程式を満たすことを示しなさい.

問 5. a を正の実数とし，またw = exp(πi/4) とする. これを使って，
f(ζ) = ln(ζ − aw)− ln(ζ − aw3) + ln(ζ − aw5)− ln(ζ − aw7)

= ln

(
(ζ − aw)(ζ − aw5)

(ζ − aw3)(ζ − aw7)

)
(6)

とする.

(a) w4 = −1 に注意して，原点付近でのテイラー展開
f(ζ) = c0 + c1ζ + c2ζ

2 + · · · (7)

を行い，係数 c0, c1, c2 を求めなさい.

(b) (6)式の f(ζ)の実部 u(x, y)を使い，ベクトルポテンシャルをA = (0, 0, u(x, y))とする. 問 5-(a) の結果を用いて，原点付近の磁束密度を求めなさい.

また求めた磁束密度のベクトル場に対応するものを，図 1の [a]-[d]の中から記号で答えなさい.
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図 1: ベクトル場

– 3 –



[II-B]

z 軸方向に進む電磁波を次のように表す.

E = E0(x, y) exp(−iωt+ ikzz) (8)

H = H0(x, y) exp(−iωt+ ikzz) (9)

ここでωは角振動数，kz は z 方向の波数である. また境界を除いて電荷も電流もない真空を考える.

問 1. マクスウェル方程式に (8), (9)式を代入し，E0 = (E0x, E0y, E0z)とH0 = (H0x, H0y, H0z)に関する真空での方程式 8つを書き下しなさい.

問 2. 前問の結果から，以下の形の式が導かれる.

∂2E0z

∂x2
+
∂2E0z

∂y2
= (k2

z − εµω2)E0z (10)

∂2H0z

∂x2
+
∂2H0z

∂y2
= (k2

z − εµω2)H0z (11)

このうち，(10) 式の導出過程を示しなさい.

2辺 a, b の長方形断面 (0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b)の導波管について，TM 波 (E0z %=
0, H0z = 0) を考える. 以下の問いに答えなさい.

問 3. 偏微分方程式 (10)に，E0z(0, y) = E0z(a, y) = 0 およびE0z(x, 0) = E0z(x, b) = 0という境界条件を課す. このとき三角関数の性質に注意して，固有値
εµω2 − k2

z =
(mπ

a

)2

+
(nπ

b

)2

(12)

(m = 1, 2, 3, · · · ; n = 1, 2, 3, · · · )に対応する固有関数を求めなさい.

問 4. (a) 問 3で与えられた固有値を用い，群速度
vg =

dω

dkz
(13)

を求めなさい.ただし解答には ω, kz, ε, µ を用いること.

(b) 位相速度
vp =

ω

kz
(14)

と光速度 cの大小を調べなさい. ただし c2 = 1/(εµ)である.

(c) 群速度 vg と光速度 c の大小を調べなさい.
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物理学 [III]

量子力学において, 物理量と状態はそれぞれエルミート (自己共役)演算子と複素ベクトルに対応づけられる. 以下では, ディラックのブラケット記法に基づいてケット (ベクトル)を |α〉, 対応するブラ (ベクトル)を 〈α| = (|α〉)† と表す. また X̂ が演算子のとき,そのエルミート共役を X̂† と表す. エルミート演算子とは, X̂† = X̂ を満たす演算子である.

解答には以下を用いて良い.

• ケット |α〉 とブラ 〈β| の内積 (〈β|) · (|α〉) = 〈β|α〉 は一般に複素数であり,

(〈β|α〉)∗ = 〈α|β〉 を満たす.

• エルミート演算子の固有値は実数である.

• 演算子 X̂と Ŷ について (X̂Ŷ )† = Ŷ †X̂† である.

以下では, ! はプランク定数を 2π で割ったものとする. また, |α〉 #= 0 を満たす任意のケット |α〉は 〈α|α〉 > 0を満たすものとし, 任意の演算子 X̂ をケット |α〉 に作用させた
X̂|α〉もまたケットをなすとする. 記号 Î は恒等演算子を表し, Î|α〉 = |α〉 を満たす. また, [X̂, Ŷ ] = X̂Ŷ − Ŷ X̂ という記法を用いる.

[III-A] 量子力学の基本的な性質に関する以下の問 1.–問 4.に答えよ.

問 1. Û をユニタリー演算子とする. 状態ベクトル |ψ〉 を用いて |ψ′〉 = Û |ψ〉 と定義する. このとき, ユニタリー演算子の性質を用いて, 〈ψ′|ψ′〉 = 〈ψ|ψ〉 が成り立つことを示せ.

問 2. Âをエルミート演算子とし, その固有値は離散的で縮退を持たないとする. Âの固有ケットを固有値でラベルし, Â|a〉 = a|a〉 のように表す. エルミート演算子の固有ケットの全体は完全系をなす. すなわち,
∑

a |a〉〈a| = Îが成り立つ. このことを用いて, 状態ベクトル |ψ〉による Âの期待値 〈ψ|Â|ψ〉が実数であることを示せ.

問 3. 状態ベクトル |ψ〉 による演算子 X̂ の期待値を 〈X̂〉 = 〈ψ|X̂|ψ〉 と表し, これを用いて∆X̂ = X̂ − 〈X̂〉 と定義する. 期待値 〈(∆X̂)2〉 を X̂ の分散と呼ぶ. 任意のエルミート演算子 Âと B̂に対して, 不確定性関係
〈(∆Â)2〉〈(∆B̂)2〉 ≥ 1

4

∣∣∣〈[Â, B̂]〉
∣∣∣
2

(III-1)

が成り立つことを, 以下の (1)–(4)に従って導け.
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(1) ∆Â∆B̂ および (∆Â∆B̂)† を求めよ. 解答には Â, B̂, 〈Â〉, 〈B̂〉 を用いること.

(2) ∆Â∆B̂ は, エルミート演算子 Ĉと D̂ によって ∆Â∆B̂ = Ĉ + iD̂ の形に表すことができる. ここで i は虚数単位である. Ĉと D̂を求めよ. 解答には Â, B̂, 〈Â〉, 〈B̂〉を用いること.

(3) 任意のエルミート演算子 Êと F̂ に対して, |〈Ê + iF̂ 〉|2 ≥ |〈F̂ 〉|2 が成り立つことを示せ.

(4) 任意の |α〉 および |β〉について, シュワルツの不等式 〈α|α〉〈β|β〉 ≥ |〈α|β〉|2 が成り立つ. この 〈α|α〉〈β|β〉と 〈(∆Â)2〉〈(∆B̂)2〉 を対応させ, さらに上の (2), (3) の結果を用いて, 不等式 (III-1) を導け.

以下では, 1次元の位置座標演算子を x̂, その固有値 x′ を与える固有ケットを |x′〉のように表す. この固有ケットは 〈x′|x〉 = δ(x′ − x) を満たすものとする. ここで δ(x′ − x)はディラックのデルタ関数である. また, 一次元の運動量演算子を p̂ とする. このとき,

[x̂, p̂] = i!Î が成り立つ.

問 4. 一粒子状態を表す |ψ〉 が以下を満たすものとする:

〈x|ψ〉 = 1

π1/4d1/2
eixpψ/!e−x2/(2d2). (III-2)

ここで, pψと dは正の実定数である. 〈x|ψ〉 = ψ(x) を位置座標表示の波動関数と呼ぶ. 以下の (1)–(4) に答えよ.

(1) ガウス積分の公式 ∫∞
−∞ e−x2

dx =
√
π を用いて, 式 (III-2)の波動関数が規格化条件を満たすことを示せ.

(2) dx を x の微小量とするとき, |〈x′|ψ〉|2dx という量はある確率を表している. どのような確率を表すか説明せよ.

(3) 完全性の関係式 ∫∞
−∞ dx|x〉〈x| = Î が成り立つこと, および公式 ∫∞

−∞ x2e−x2
dx =√

π/2を用いて, 〈(∆x̂)2〉 を求めよ.

(4) 式 (III-2) を満たす状態 |ψ〉については, 〈(∆x̂)2〉〈(∆p̂)2〉 = 1
4 |〈[x̂, p̂]〉|

2 が成り立っている. このことを用いて, 〈(∆p̂)2〉 を求めよ.
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[III-B] ハミルトニアン Ĥ(t) が,時間に依存しない無摂動ハミルトニアン Ĥ(0) とあらわな時間依存性を持つ摂動項 λĤ ′(t)によって
Ĥ(t) = Ĥ(0) + λĤ ′(t)

と与えられる系を考える. 以下では, 実定数 λ のべき展開による議論が成立するものと仮定する. また, 無摂動ハミルトニアン Ĥ(0) の固有状態を |En〉 (n = 1, 2, . . . ), その固有値をEn とする. すなわち, Ĥ(0)|En〉 = En|En〉 が成り立つ. 固有値Enには縮退がなく,状態は 〈Em|En〉 = δmn と規格化されているものとする. ここで δmn はクロネッカーのデルタで, n = m のとき 1 をとり, n #= m のとき 0である. 以下の問 1.–問 6.に答えよ.

問 1. Ĥ(t) によって時間発展する系の状態ベクトルを |Ψ(t)〉とする. このとき, |Ψ(t)〉に対するシュレディンガー方程式は
i! ∂
∂t

|Ψ(t)〉 = Ĥ(t)|Ψ(t)〉,

で与えられる. λ = 0 のとき, 状態ベクトル |ψn(t)〉 = e−iEnt/!|En〉がシュレディンガー方程式の解となっていることを確かめよ.

以下では, λ #= 0 の場合のシュレディンガー方程式の解について考える. 状態ベクトル |Ψ(t)〉 を |ψn(t)〉 で以下のように展開する:

|Ψ(t)〉 =
∑

n

Cn(t)|ψn(t)〉.

ここでCn(t) は時刻 tの関数である. 以下では Ċn(t) =
d
dtCn(t) とする.

問 2. 以下の関係が成り立つことを導け.

i!
∑

n

Ċn(t)e
−iEnt/!|En〉 = λ

∑

n

Cn(t)e
−iEnt/!Ĥ ′(t)|En〉.

問 3. Cm(t) は以下の形の微分方程式を満たす:

Ċm(t) = − i

!λ
∑

n

Cn(t)e
あ 〈Em|Ĥ ′(t)|En〉.

上の式のあにあてはまる量を書け.

問 4. λ のべき展開を用いて, Cm(t) を評価できる. そのために,

Cm(t) =
∞∑

k=0

λkc(k)m (t)

という展開を定義する. Cm(t) が満たす微分方程式を用いて, c(0)m (t) および c(1)m (t)が満たす微分方程式を導け.
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問 5. 外部電場の下で原子が光を吸収または放出し, エネルギーE" からE"′ ((′ #= () の状態へ遷移する状況について考えよう. 時刻 t ≤ 0 で |Ψ(t)〉 = e−iE"t/!|E"〉 および
Ĥ ′(t) = 0が成り立つとし, t > 0 では摂動ハミルトニアンは

〈Em|Ĥ ′(t)|En〉 = 2Qmn cos(ωt) (t > 0)

を満たすものとする. ここで ωは正の定数, Qmn はm,nに依存する定数である.このとき, c(0)m (t) = δm" と取ることができる. 以上より, t > 0 における状態ベクトルは λ の一次までで
|Ψ(t)〉 = e−iE"t/!|E"〉+ λ

∑

n

c(1)n (t)e−iEnt/!|En〉,

と書ける. 初期条件 c(1)m (0) = 0 のもとで c(1)m (t) を求めよ.

問 6. 前問の結果を用いて, 時刻 t > 0 にエネルギーがE"′ ((′ #= () の状態に遷移する確率振幅A"′" = 〈E"′ |Ψ(t)〉 を求めよ.
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物理学 [IV]

[IV-A] ある熱力学系の内部エネルギーをU，温度を T，体積を V，圧力を p，エントロピーを Sとして以下の問いに答えよ．
問 1. 熱力学系に微小な熱量 d′Qが与えられ，一部は外に対して準静的に仕事をし，残りは内部エネルギーとして蓄えられたとする．このとき熱力学第 1法則は

d′Q = (A) dV + dU (1)

で与えられる． (A) に入る量を p, T, V, Sのいずれかを用いて表せ．
問 2. U が T と V で表されるとして，dU = (∂U∂T )V dT + (∂U∂V )TdV と表すとき，d′Qは

d′Q = (B) dT + (C) dV (2)

のように書ける． (B) と (C) に入る量を (∂U∂T )V , (
∂U
∂V )T , および p, T, V, Sの必要なものを用いて表せ．

問 3. 可逆過程の下では，熱量の変化d′Qは温度TとエントロピーSを用いてd′Q = TdSとなり，(1)式は
dU = − (A) dV + TdS (3)

と書ける．ヘルムホルツの自由エネルギーを T と V の関数としてF = U − TSで定義すると，その全微分は
dF = − (D) dV − (E) dT (4)

の形に書くことができる． (D) と (E) に入る量を p, T, V, Sのいずれかを用いて表せ．
問 4. 前問の結果 (3)式と (4)式から

(∂U
∂V

)

T
= − (A) + T (F) (5)

の関係式が得られる． (F) に入る量を(
∂S
∂T

)

V
,
(
∂S
∂p

)

T
,
(
∂p
∂T

)

V
,
(
∂p
∂V

)

T
,
(
∂V
∂T

)

p
の

いずれかを用いて表せ．
問 5. ファンデルワールスの状態方程式

(
p+

a

V 2

)
(V − b) = RT (6)

に従う 1モルの気体を考える．ただしRは気体定数，a, bは正の定数である．この気体に対して，CV =
(
∂U
∂T

)

V
で定義される定積モル比熱CV は体積 V によらない

ことを示せ．
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問 6. 状態方程式 (6)に従う 1モルの気体を図 1(a)に示すようなピストン付きのシリンダーに入れる．ただし，ここでは気体の定積モル比熱CV は体積にも温度にもよらない定数であるとする．また，ピストンおよびシリンダーは断熱材でできている．ピストンを準静的に動かして，気体の体積が V0から 2V0に変化した．
(1) この過程で値の変わらない状態量を U, T, V, p, S, F の中から選び，その理由を述べよ．
(2) ピストンを動かす前の気体の温度を T0，ピストンを動かした後の気体の温度を T1とする．T1/T0を b, CV , R, V0を用いて表せ．

1モル

(a)

V
0

気体

T
0

1モル

(b)

2V
0

気体

T
1

図 1:
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[IV-B] ある物質中において，単位体積あたりの電子の状態密度D(ε)が，εをエネルギー，D0, E0を正の定数として
D(ε) =





D0

√
1−

(
ε
E0

)2
(−E0 ≤ ε ≤ E0)

0 (ε < −E0, ε > E0)

で与えられている（図 2参照）．ただし，状態密度とはエネルギーが εから ε+ dεの間の状態の数がD(ε)dεとなるように定義された量である．また，フェルミ分布関数は
f(ε) =

1

e(ε−µ)/kBT + 1

で与えられる．ここで T は絶対温度，µは化学ポテンシャル，kBはボルツマン定数である．以下の問いに答えよ．


D

E

0

E

D0

図 2: 状態密度D(ε)

問 1. 単位体積あたりの状態数N0をD0およびE0を用いて表せ．
以下，問 2では単位体積あたりの電子の数がN0/2の場合を考える．状態密度が ε = 0に関して対称（D(ε) = D(−ε)）なので化学ポテンシャルは温度によらず µ = 0となる．十分に低温（kBT # E0）のとき以下の問いに答えよ．

問 2. (1) 電子系の単位体積あたりの内部エネルギーU を求めよ．ただし，考えている状況では，なめらかな関数X(ε)に対して
∫ ∞

−∞
X(ε)f(ε)dε ≈

∫ µ

−∞
X(ε)dε +

π2(kBT )2

6

dX(µ)

dµ
(7)

が成り立つことを用いてよい．
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(2) 前問の結果を用いて電子系の単位体積あたりの比熱C を求めよ．

次に，問 3では，電子の１粒子エネルギーはスピンを表す変数 σ = ±1に関して 2重に縮退しており，各スピン状態ごとにそれぞれD(ε)/2の状態密度を持っているとする．さらに，この系に一様な微小磁場H を新たに印加した状況を考える．電子と磁場との間の相互作用のハミルトニアンHintは
Hint = −µBHσ

で与えられるとする．ただし µBは電子のスピン磁気モーメント，|µBH| # E0であるとする．化学ポテンシャル µは引き続き µ = 0として，以下の問いに答えよ．

問 3. 単位体積あたりの磁化M を
M = µB

(
N+ −N−

)

で定義する．ここでN+およびN−はそれぞれ σ = +1および−1をもつ単位体積あたりの電子数の期待値である．
(1) N+およびN−を状態密度D(ε+ µBH), D(ε− µBH), およびフェルミ分布関数 f(ε)を使って積分の形で表せ．ただし µBH > 0のときN+ > N−であることに注意せよ．
(2) 上で求めたN+とN−を微小磁場Hで展開することで，T = 0における磁化率

χ = lim
H→0

M

H

を求めよ．
(3) 問 2.で与えた (7)式を用いて，低温における磁化率を T について２次までの近似で求めよ．
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